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AVVERTIMENTO DEL TRADUTTORE. ’ 



È mio intendimento pubblicare un intero Corso di 
Algebra accomodato alle nostre scuole e corrispondente 
allo stato odierno della scienza, per sodisfare a un bi- 
sogno e a un desiderio comunemente sentito. Il nuovo 
ordinamento degli studi richiede un Corso diviso in due 
parti; una elementare, l’altra superiore. Quanto alla 
parte elementare, essendovi già un eccellente Trat- 
tato del celebre geometra francese Giuseppe Bertrand, 
ho creduto di non potere far meglio che darlo tradotto 
e corredato di quelle note ed aggiunte che mi sembra- 
vano più convenienti. Quanto alla parte superiore, ne 
pubblicherò io stesso un Trattato originale, e perciò qui 
ne ho tralasciati i pochi principj che si trovano nell’Opera 
del Bertrand, e che in quello saranno esposti con mag- 
giore ampiezza. 

Nella presente traduzione sono state omesse anche 
le teoriche delle progressioni e la parte elementare dei 
logaritmi, perché esposte assai compiutamente nell’arit- 
metica del Bertrand, pubblicata in italiano con molte note 
ed aggiunte dal professor Novi. 

Ho conservato l’ordine e tutte le materie della 
prima edizione (tranne l’analisi indeterminata di secon- 
do grado, che sarà trattata più estesamente nell’Alge- 
bra superiore); perchè anche quello che il Bertrand ha 
tolto nella seconda edizione, per dar luogo ad alcune 
teoriche che sono negli ultimi programmi per gli esami 
delle scuole di Francia, mi parve assai facile e impor- 
tante da doverlo conservare negli Elementi. 

1 I numeri aggiunti dal. traduttore sono segnati con asterisco *. 
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SPIEGAZIONE DEI SEGNI ALGEBRICI. 

I segni abbreviativi che si usano nell’Algebra sono, 
quasi tutti quei medesimi impiegati nell’aritmetica e 
perciò conosciuti dal lettore; nondimeno crediamo olile 
di farne parola. 

-+- è il segno dell’ addizione; si pronunzia più; a-+-ò 
indica la somma dei due numeri rappresentati da a e 
da b. 

— è il segno della sottrazione; si pronunzia meno ; 
a—b indica la differenza dei due numeri rappresentati 
da a e b. 

X è il segno della moltiplicazione; si pronunzia 
moltiplicalo per ; aX& indica il prodotto dei due numeri 
rappresentati da a e b. Si omette spesso questo segno 
e s’indica la moltiplicazione scrivendo i fattori l’uno 
dopo l’altro, ab invece di àyjb, ( a-hb)(c-hd ) invece di 
(a+6)X(<M-eO- c, ò non P u ò farsi P er > prodotti di fat- 
tori numerici, perchè allora si dovrebbe, per esempio, 
rappresentare nello stesso modo il numero 54 e il pro- 
dotto 5XA- 

* eignifica diviso per; a'.b indica il quoziente della 
divisione dei numeri rappresentati da a e b. S’ indicano 
le divisioni anche scrivendo il dividendo sopra al divi- 
sore, e separandoli con una linea orizzontale; % indica 

b 

il quoziente della divisione di a per b. 

\ 
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\/ indica la radice quadrata; y/a indica la radice 
quadrata del numero rappresentato da a. 

3 4 m 

\/, y/y» V indicano le radici cubica, quarta 

m Mim \ Rappresentando con m un numero intiero qualun- 

m 

que, y/a indica la radice m“ ilHa di a, cioè il numero 
che moltiplicato m — 1 volte per sè stesso riproduce a. 

= esprime la eguaglianza delle espressioni poste a 
destra e a sinistra di questo segno; a=b esprime la 
eguaglianza dei numeri rappresentati da a e b. 

significa maggiore di; a^>b esprime che il nu- 
mero rappresentato da a è maggiore del numero rap- 
presentato da b. 

</ significa minore di; a<^b esprime che il nu- 
mero rappresentato da a è minore del numero rappre- 
sentato da b. 

Allorché si pone una espressione tra due parentesi, 
bisogna riguardare come effettuate le operazioni che 
vi sono indicate, e la parentesi come esprimente il nu- 
mero che ne risulta. Così 

c—(a—b—c ) 

indica la differenza che passa tra c e il numero a—b—c. 
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CAPITOLO I. 

NOZIONI PRELIMINARI. ADDIZIONE 

E SOTTRAZIONE ALGEBRICHE. 



Definizione dell’ Algebra. 



1. Nell’algebra si studiano le operazioni indipen- 
dentemente dai numeri sui quali si eseguiscono: in ciò 
sta l’ indole propria di questa scienza. Ma sarebbe diffi- 
cile condurre una linea di divisione precisa tra l’Algebra 
c l’Aritmetica; infatti, i risultati particolari non possono 
separarsi compiutamente dalle teoriche generali, e le 
quistioni d’aritmetica conducono, quasi necessariamente, 
a proposizioni algebriche. 



Formule algebriche* 



2. I numeri sui' quali si ragiona nell’ algebra do- 
vendo restare indeterminati, si rappresentano, in gene- 
rale, per mezzo di lettere. Quindi è impossibile di ese- 
guire le operazioni, e bisogna contentarsi d’ indicarle. 
Questa indicazione di operazioni da eseguirsi sopra let- 
tere, il valore delle quali non è ancora stabilito, si 
chiama una formula algebrica. 

Esempi: 

(a -f- b') t a* -f~ 2 ab -+• ò*, 
c _ (a - 4 - l)n 
S 2 

sono formule che indicano le operazioni da eseguirsi 
per fare il quadrato di una somma a-hb, e per som- 
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I 

mare una progressione aritmetica che comincia con a e 
finisce con l. 

3, È evidente come debba esser utile il comprendere 
così, in una formula generale, un numero infinito di 
risultati particolari; nondimeno sarà bene dimostrarlo 
per mezzo di alcuni esempi. 1° L’enunciato dei teoremi 
generali è di molto abbreviato, e quindi reso più facile 
a ritenersi. 

Così invece di dire: 

La somma di due numeri è la stessa, qualunque sia 
P ordine con cui si fa l’addizione; 

11 prodotto non cangia quando s* invertono i due 
fattori ; 

Per moltiplicare due potenze di uno stesso numero, 
basta sommare gli esponenti; * 

Si scriverà 

o-f-6 — b-\-ci 
ab = ba 
a"Xa" = a m +\ 

e per chi conosce il linguaggio algebrico, queste formule 
esprimono i teoremi colla stessa chiarezza, che le parole 
scritte di sopra. 

2° L’ uso delle formule non abbrevia soltanto gli 
enunciati dei teoremi, ma ne rende anche più semplici 
le dimostrazioni. Per darne un esempio sceglierò la 
questione seguente: 

Un mobile si muove con moto uniforme; la sua ve- 
locità, cioè lo spazio che percorre nell’unità di tempo, 
è v: quale sarà lo spazio x percorso nel tempo t ? Poi- 
ché nel moto uniforme gli spazi percorsi sono propor- 
zionali ai tempi, si ha 
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onde si conclude 

(1) X — Vt, 

che è la formula richiesta. 

Se ne deducono in un modo evidente le altre due 



( 2 ) 


X 

V ~"t 


( 3 ) 


V 



La formula (1) rende evidenti i teoremi che seguono: 
Nel moto uniforme lo spazio percorso in un dato 
tempo, è proporzionale alla velocità; con una velocità 
data è proporzionale al tempo, e in generale è eguale al 
prodotto del tempo per la velocità. 

Dalla formula (2) si deducono i teoremi seguenti: 
Nel moto uniforme, la velocità è proporzionale allo 
spazio percorso in un tempo dato, è in ragione inversa 
del tempo impiegato a percorrere uno spazio dato, e in 
generale è eguale al rapporto dello spazio al tempo im- 
piegato a percorrerlo. 

Finalmente, si conclude dalla formula (3): 

II tempo impiegato a percorrere 'uno spazio dato è 
inversamente proporzionale alla velocità; quando la ve- 
locità è data, il tempo è proporzionale allo spazio da 
percorrersi; e in generale, il tempo è eguale al rapporto 
dello spazio percorso alla velocità del mobile. 

Ciascuno di questi teoremi richiederebbe una dimo- 
strazione particolare, più o meno estesa, se si volesse 
dimostrare direttamente (‘); le formule (1), (2) e (3) li 
rendono evidenti a chiunque conosce il significato delle 
parole, proporzionali e inversamente proporzionali. (Vedi 
Aritmetica.) 

(*) Galileo che non faceva uso delle formule, vi ha consacrato quattro pa- 
gine. Giornata IIP, De molti t equabili . 
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trattato elementare d’algebra. 



Recherò anche un altro esempio. Si dimostrano in 
geometria i seguenti teoremi: 

i° Due circonferenze stanno tra loro come i respet- 
tivi raggi, o con altre parole, tra una circonferenza C 
e il suo raggio R vi è un rapporto costante 27 r; per con- 
seguenza si ha la formula 

C— 2ttÌÌ; 

2° Due circoli stanno tra loro come i quadrati dei 
loro raggi; 

3° Un circolo ha per misura il prodotto della sua 
circonferenza per la metà del suo raggio; con altre pa- 

D 

role, la sua area S è misurata dal prodotto CX-» > e si ha 

S=cx- 2»7ìxf 

ora, questa ultima formula rende evidente il secondo 
teorema « la superficie di un circolo è proporzionale al 
quadrato del suo raggio. » Si potrebbe dunque tralasciare 
di farne un teorema distinto dagli altri due, e non si 
deve darne, ciò che più importa, una dimostrazione di- 
retta. 

Enunciando soltanto i teoremi senza esprimerne le 
conseguenze con formule, questa dipendenza delle pro- 
posizioni potrebbe sfuggire. 



Classazionc delle formule* 



4. Le espressioni algebriche possono comprendere 
la /indicazione delle sei operazioni: addizione, sottrazio- 
ne, moltiplicazione, divisione, inalzamento a potenza e 
estrazione di radice. 

Una espressione è razionale, allorché non vV 
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dicata alcuna estrazione di radice. Nel caso opposto, è 
irrazionale. 

Una espressione razionale che non contiene alcuna 
divisione, si dice intiera; altrimenti, dicesi frazionaria , 

Una espressione che non contiene l’indicazione di 
alcuna addizione o sottrazione, dicesi monomio. 

Se un fattore di un monomio è numerico, prendf 
il nome di coefficiente. 

Più monomi aggiunti o sottratti formano un polino- 
mio, di cui essi sono i termini. Due termini d’ uno stesso 
polinomio si dicono simili, allorché non differiscono che 
nel coefficiente. In questo caso, si possono sempre ri- 
durre a un solo. Per esempio, avendo in uno stesso 
polinomio i due termini -4-7 a*b, — 5 a*b, si potrebbe * 
evidentemente sostituire ad essi -4-2 a?b. 

Un polinomio di due o tre termini si chiama bino- 
mio o trinomio. 

Esempi: 

3 

V a t ~hb i — y/a-ì-b+c, espressione irrazionale; 

■ - a . , ^ v , espressione razionale frazionaria; 

a’+ó+c* 

(c^-4-6 3 — c s ) (a* -f-ò*), espressione razionale intiera; 

iSa'b'y/c, monomio di cui 15 è il coefficiente; 

a 3 -f-2a — b\/c , polinomio. 



Addiziona e sottrazione dei Folinomj. 



5. Le operazioni algebriche facendosi sopra quan- 
tità espresse per mezzo di lettere, è impossibile che 
siano eseguite compiutamente, e bisogna contentarsi 
d’ indicarle. Quindi il calcolo algebrico consiste sol- 
tanto nel transformare una formula in un’ altra più 
semplice, ma equivalente. 

- 
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Esempio: Quando si so stituisce a 8 al prodotto o’XflN 
o a+b alla espressione \/d t -+ i 2ab- J rb ì i si fa un’opera- 
zione algebrica, e si dice qualche volta, che così si ese- 
guisce il prodotto di a* per a’, o l’estrazione della ra- 
dice quadrala di a*-+-2aù-i-6\ 

L’ addizione e la sottrazione essendo le operazioni 
più semplici, è evidente che non si possono sempliciz- 
zare: quindi sopra le medesime non ci rimane a fare 
altro che alcune facilissime osservazioni. 

1° Una somma rimane la stessa in qualunque or- 
dine si aggiungano le sue parti. 

2° Un polinomio non cangia valore, qualunque sia 
l’ordine col quale si scrivono i suoi termini. Infatti, è 
sempre eguale all’eccesso della somma di quelli che 
sono preceduti dal segno + sopra la somma di quelli 
preceduti dal segno — . . 

3° Per aggiungere a un numero la somma di più al- 
tri, basta aggiungergli successivamente ciascuno di essi. 

4° Per aggiungere a un numero la differenza di al- 
tri due, basta aggiungere il primo e togliere 'il secondo 
dal risultato. 

5° Per togliere da un numero la somma di più al- 
tri, basta sottrarre successivamente ciascuno di essi. 

6° Per togliere da un numero la differenza di altri 
due, basta aggiungere il secondo e togliere il primo dal 
risultato. 

Infatti, una differenza non cangia allorché si ag- 
giunge uno stesso numero ai suoi due termini, e quindi 

a—(b—c) — a+c—{b—c->rc) = a-+c— b. 

Questi principj si esprimono colle seguenti formule: 

(1) a+b+c+d = d+c+b+a-, 

( 2 ) a — b- J rC'^-dr^^cl J rQr—b m ~-d\ 

(3) a-\-(b-+-c-\-d) — tt~ J t~b -^r c-\-d ; 

• V 

X 
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(4) a+(6— c) — a-t b—c ; 

(5) a — (6-i-c) = a— b—c-, 

(6) a— (b — c) — a-tc—b; 

6. I principj che abbiamo enunciato conducono alle 
seguenti regole: 



Regola di Additionei 

Per aggiungere a un numero un polinomio qualun- 
que, ^bisogna aggiungergli i termini preceduti dal segno -+- 
e togliere gli altri dal risultato. 

Infatti, si debba aggiungere a P il polinomio 

a—bn-c—d—e-hf, 

questo polinomio (5,2°) è eguale ad 

(a+c-h/) — (6+cM-e); 

e si ha (5,4°) 

P+ 1 (a+c+f)—{b+ d+e) I = P-h(a+c+f)—(b+d-l-e) 
=^P-ha-i-c-hf— b— <1— e; 

che è precisamente quello che volevamo dimostrare: 



Regola di sottrazione. 

Per togliere da un numero un polinomio qualunque, 
bisogna aggiungere a questo numero i termini che nel 
polinomio sono preceduti dal segno — ,e sottrarre gli 
( v altri dal risultato. 

Infatti, si debba togliere da P il polinomio 

a — b+c— d — 

questo polinomio (5,2°) è eguale ad 

(a-+-c+fj&k (b-\-d-\-e)', 
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e abbiamo (5,6°) 

P— | (a+c+f)— (b+d+e) j =:P-\-(b-hd+e)—(a-\-c-+f) 
=P-±-b-hd+e—a—c—f; 

che è quello appunto che volevamo dimostrare. 

Osservazione. Poiché l’ordine con cui si scrivono i 
termini di un polinomio è indifferente, si possono enun- 
ciare queste due regole nel modo seguente: 

Per aggiungere a un numero P un polinomio qua- 
lunque, bisogna scrivere i suoi differenti termini di 
seguito a P, conservando loro i segni che avevano. 

Per togliere da un numero P un polinomio qualun- 
que, bisogna scrivere i suoi differenti termini di seguito 
a P, cangiando il segno a ciascuno di essi. 



Enunciato più semplice dei resultati precedenti. 

7. La forma dei resultati precedenti può rendersi più 
semplice per mezzo di una convenzione utilissima nel- 
l’Algebra, la quale consiste nel riguardare tutti i ter- 
mini di un polinomio come aggiunti gli uni agli altri', 
chiamando numeri negativi, quelli che sono preceduti 
dal segno — . Per esempio, si riguarderà la differenza 
a— b come risultante dalla addizione di a con —b, 

• (1) a-b=a-h(—b). 

La espressione isolata (— b) non acquista perciò al- 
cun significato; soltanto si dice aggiungere — b invece 
di dire sottrarre b. Si conviene egualmente che sottrarre 
— b significa aggiungere b. 

(2) a— ( — b) = a+b. 

Sarebbe assurdo tentare di dimostrare le formule 
(1) e (2), perchè le definizioni non si .dimostrano. Ma si 
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può osservare che la convenzione espressa dalla formula 
(2) è una conseguenza naturale della prima. Infatti, se 
non si facesse questa seconda convenzione, aggiungendo 
e togliendo successivamente — b a un numero, le due 
operazioni non si distruggerebbero. 

8. Le due convenzioni precedenti permettono di ri- 
durre la regola di addizione all* enunciato seguente. 

Per aggiungere due polinomi, bisogna aggiungere 
al primo tutti i termini del secondo qualunque siano 
i lóro segni. 

Infatti, siano i due polinomi 

a—b+c e m-n-hp—q, 
la loro somma è 

a-b+c-i-m—n+p—g, 
che equivale, per le nostre convenzioni, ad 
a— b+c-+-m-h(— n)-hp-b (— q ) , 

che corrisponde all’ enunciato. 

9. Le stesse convenzioni permettono di ridurre la 
regola della sottrazione all’enunciato seguente: 

Per sottrarre un polinomio da una quantità qua- 
lunque A, basta togliere successivamente da A i diffe- 
renti termini del polinomio. 

Infatti, si debba togliere da A il polinomio m—n 
—p+q; abbiamo veduto (G) che 

i 

A—(m—n—p+q) = A—m+n+p—q 
ovvero, per le nostre convenzioni 

A-(m—n—p+q) = A—m—{—n)—(—p)—q, 
che corrisponde all’ enunciato. 
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* • 

Osservazione. L’introduzione dei numeri negativi 
ci ha permesso di enunciare, con più concisione, alcuni 
resultati, senza aggiungerei togliere nulla ai medesimi. 
Vedremo che tale è sempre, nell’ algebra, lo scopo della 
loro introduzione. 

10. Se si considera una differenza a— b, e si sup- 
pone b maggiore di a, la operazione è impossibile; si 
conviene allora di riguardare la espressione a — b come 
rappresentante una quantità negativa eguale al numero 
di cui b supera a, cioè 

a—b~—(b—a). 

Questa convenzione è naturalissima; e non facendola, si 
distruggerebbe l’ analogia perfetta che esiste tra le ope- 
razioni fatte sui numeri negativi e sui positivi. Infatti, sia 
d l’ eccesso di b sopra a, a—b sarà eguale ad a— 
se dunque si applica la regola di sottrazione (9), si avrà 

a—b — a— (a-f d) — a—a—d — — d — — (6— a). 

Osservazione. Questo ragionamento prova che è 
naturale il fare la convenzione di cui si tratta, ma non 
dimostra la formula 

a—b — —(b—a). 

i 

Infatti, esso è fondato sopra l’applicazione d’una re- 
gola di sottrazione, che fìn ora non ha alcun senso fuori 
che quando le sottrazioni sono possibili; è naturale e co- 
modo di estenderla a tutti i casi, ma nondimeno è arbi- 
traria. 

11. La convenzione fatta permette di generalizzare 
dei resultati, che altrimenti si do\rebbero enunciare con 
restrizioni. Si ha, per esempio, 

c-ha—b = c+(a—b). 
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Questa formula è evidente, allorché a è maggiore di b. 
La nostra convenzione la rende vera in tutti i casi, 
perchè se a è minore di b, si ha (a — ò) = — (b— a) e 
quindi 

' c-\-(a—b) — c—(b—a) = c-4- a—b. 

Si vedrà nello stesso modo, che la formula 
c—(a—b) = b-h(c—a) 

diviene vera, in conseguenza delle nostre convenzioni, 
anche quando c è minore di a. 

12, Nelle questioni di Algebra, a e b rappresentano 
numeri indeterminati, e non si conosce quale è il mag- 
giore; quindi è facile intendere quanto importa che le 
formule si applichino indifferentemente a tutti i casi, e 
per conseguenza di quanta utilità siano le convenzioni 
che si sono fatte sui numeri negativi. f 

E Berciai. 



1° O A B 

Due corrieri percorrono la linea 0 A. Alla partenza sono in 
A e B, alle distanze a e a’ dal punto 0, e si allontanano colle 
velocità v e v'. Trovare le formule che danno la distanza dei 
due corrieri dopo il tempo (, e la distanza dal punto 0 al 
ponto di mezzo della retta che gli congiunge. 

2° Verificare la formula 

(a-hb)* — (a — 6)* = iab. 

Mostrare la sua identità con , 

{A+B)[A-B). 

3° Sopra una strada ferrata, quando la velocità del treno 
è constante, la trazione che deve esercitare la locomotiva si 
compone degli attriti delle rote dei carri sulle rotaie, e della 



Digitized by Googte 




H TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA. 

resistenza dell’aria. L’attrito è indipendente dalla velocità 
e proporzionale al peso totale del treno. La resistenza del- 
1’ aria, al contrario, è indipendente dal peso del treno e pro- 
porzionale al quadralo della velocità. L’attrito essendo F , 
quando il peso è P, e la resistenza dell'aria essendo R, 
quando la velocità è V, trovare una formula che esprima la 
trazione quando il peso è F, e la velocità é F. 

4 ° Tre vasi contengono acqua e vino; il primo a litri di 
acqua e 6 di vino; il secondo a! litri di acqua e b' di vino; 
il terzo a" di acqua e b" di vino. Si prende la metà del li- 
quido contenuto nel primo vaso e si versa nel secondo; poi 
il terzo del liquido che si trova allora contenuto in questo, 
e si versa nel terzo. Trovare una formula che indichi le 
quantità di acqua e di vino contenute in ogni vaso dopo que- 
ste operazioni. 

8° Due vasi di capacità nei) 1 sono ripieni, uno di acqua 
l’altro di vino. Si riempiono contemporaneamente coi li- 
quidi di questi due vasi, due nuovi vasi di capacità U, e si 
versa in v ciò che è stato preso in v' e reciprocamente. Si 
ricomincia tre, volle questa operazione. Trovare una formula 
che esprima le quantità di vino contenute in ciascuno di 
questi vasi. 

6° Se si fa incominciar l’anno al primo di marzo, di- 
mostrare che il posto che occupa tra i giorni dell’ anno 
l’ m"*"» dell’ (n-t-l) wùno mese incominciando dal Marzo, è dato 
dalla formula 

m-b31n — p, 

p essendo il maggior numero intero contenuto nèlla frazione 

tin-t-4 

12 

T Si mescolano E ettolitri di acquavite a D gradi con 
E ettolitri a E gradi; si domanda il grado e il prezzo del 
miscuglio. Si sa che il grado indica quante parti di alcool vi 
sono per cento di acquavite , e che il prezzo di un ettolitro 
essendo P quando il grado è N, aumenta o diminuisce di 
una quantità a per l’aumento o diminuzione di una unità 
nel grado. 
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CAPITOLO li. 
moltiplicazione alo corica* 



Moltiplicazione dei monomi. 



13. Per moltiplicare due prodotti di più fattori, bi- 
• sogna formare un prodotto unico composto dei fattori 
che entrano in ciascuno di essi. 

In un prodotto unico si può sostituire a due o più 
fattori il loro prodotto eseguito. ( Vedi Aritmetica.) 

Dal primo di questi due principj si deduce che il 
prodotto di due monomi intieri è eguale a un monomio 
che contiene i fattori di ambedue; per esempio: 

5 a'd'cYJia'b'e = òa'.d'.c.k.af.b'.e 

Per il secondo dei principj enunciati, si può, nel risul- 
tato, sostituire a 5X4, il loro prodotto 20, ad a® e a* il 
loro prodotto a® (vedi Aritmetica)-, di modo che il pro- 
dotto dei due monomi considerati è 

ha'd'cYkWe — 20 a'd'b'ce. 

Il metodo è generale, e conduce alla regola seguente: 

Il prodotto di due monomi intieri si ottiene molti - . 
plicando i coefficienti tra loro , dando a ogni lettera 
comune ai due monomi ( come a nell ' esempio prece- 
dente) un esponente eguale alla somma di quelli dai 
quali è affetta in ognuno di essi , e prendendo le altre 
lettere come fattori, senza cangiare i loro esponenti . 

li.Per moltiplicare uno per l’altro due monopii fra- 
zionari, si osserva (vedi Aritmetica) che il prodotto di 
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due espressioni frazionarie è eguale al prodotto dei nù- 
meratori diviso per quello dei denominatori. Questi due 
prodotti si faranno colla regola precedente, e s’indi- 
cherà quindi la loro divisione, separandoli con una li- 
nea orizzontale. Si può quindi render più semplice il ri- 
sultato, sopprimendo i fattori comuni ai due termini. 



Esempio. Sia da moltiplicarsi per 



10 af'h' 



il prodotto è eguale a 



Ma'bcf'h' 

Kf'hW 5 



4 



ma si può render più semplice togliendo dai due termini 
i fattori 5 ò, f e A’, e allora rimane 

8 a'cfh* 

Ig'b * 

Osservazione. Quando un monomio frazionario è 
ridotto alla sua più semplice espressione, nessuna let- 
tera deve trovarsi contemporaneamente nei due termi- 
ni, perchè allora potrebbe sopprimersi tante volte quante 
si trova nel termine che ha il minore esponente. 

15. Ciò che precede permette di fare la moltiplica- 
zione di un numero qualunque di monomi. Infatti ba- 
sterà moltiplicare tra loro i due primi, poi il prodotto, 
. che è un monomio, per il terzo, e così di seguito. 



Moltiplicazione dei polinomii 

16. Al prodotto di due polinomi si può sempre so- 
stituire un polinomio unico, del quale ora daremo la 
legge di formazione, e che spesso si chiama il loro prò- 
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dotto eseguito. 1° Consideriamo due polinomi che ab- 
biano tutti i termini separati tra loro dal segno -k Sia 

ct-\-b-\-c 



da moltiplicarsi per 

p~hq-{-r, 

a, b, c, p, q, r indicando numeri qualunque che pos- 
sono essere rappresentati da espressioni algebriche più 
o meno complicate. 

Per moltiplicare un numero qualunque per p-t-g-t-r, 
bisogna, evidentemente, moltiplicarlo per p, poi per q, 
poi per r, e sommare i risultati; quindi abbiamo 

(a-hb-hc)(p-hq-{-r) = (a-t-6-v-c)p-j-(a-t-b-i-c)g-H(a-f-6-t-c)r ; 

ma per moltiplicare perp una somma a-+-b-hc, bisogna 
evidentemente moltiplicare ogni sua parte per p, abbia- 
mo dungue 

(rt-f b+c)p — ap+bp+cp, 

ed egualmente 

(a ■+ b+c)q = aq + bq hcq, 

(<M-ò4-c)r = ar+br-p-cr ; 

e quindi 

(rt-+-6+c)(p+g-t-r) = ap-+-bp-ì-cp-\-aq- J rbq-ì-cq-\-ar-t-br-ircr, 

risultato che può enunciarsi cosi : 

Il prodotto di due polinomi, i termini dei quali 
sono positivi, è eguale alla somma dei prodotti ottenuti 
col moltiplicare tutti i termini del moltiplicando per 
tulli quelli del moltiplicatore. 

17. Supponiamo ora che 1 due polinomi da molti- 
plicarsi contengano termini preceduti dal segno — . 

2 
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Rappresentiamo con A la riunione dei termini pre- 
ceduti dal segno •+• nel moltiplicando, con B la riunione 
di quelli preceduti dal segno — ; con P e Q le somme 
analoghe nel moltiplicatore; bisogna moltiplicare 



4 B, P e Q essendo quattro polinomi con i termini 
tutti positivi. Ora, per moltiplicare un numero qualun- 
que per una differenza P-Q, bisogna evidentemente 
moltiplicarlo per P, poi per Q, e sottrarre i risultati; 
si ha dunque 

(A-B(P-Q) = {A — B)P — {A — B)Q ; 
ed essendo 

(A-B)P = P(A-B) = PA-PB, 

(A-B)Q = Q(A-B) = QA - QB, 

si conclude (6) 

(A— B){P -Q) = PA-PB- QA-± QB. 

Tale è dunque l’espressione del prodotto richiesto. 

PA, PB, QA, QB sono prodotti di polinomi, che 
Iranno tutti i termini positivi; si eseguiranno come si è 
detto (16). È evidente che ii risultato conterrà il pro- 
dotto di ogni termine del moltiplicando per ogni ter- 
mine del moltiplicatore, ogni prodotta avendo il segno 
determinatoi dalle regole seguenti: 

1 termini derivanti da PA e da QB, cioè dal pro- 
dotto di due termini preceduti dal segno -f-, o di due 
termini preceduti dal segno — , sono preceduti dal se- 
gno -K 

1 termini che derivano da PB e da QA, cioè dal 
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prodotto di due termini preceduti da segni differenti, sono 
preceduti dal segno — . 



Modo più semplice d’ enunciare i resultati precedenti. 



18. L’enuncialo dei resultali precedenti si rende - 
più semplice considerando, come abbiamo già fallo (7), 
i termini che sono preceduti dal segno — , come numeri 
negativi aggiunti ai termini precedenti, e adottando 
inoltre le definizioni seguenti: 

Il prodotto di un numero negativo —a per un nu- 
mero positivo +6 è — (aX^)- 

Il prodotto di due numeri negativi — a e — b è a'Xjb. 
Con queste convenzioni la regola della moltiplica- 
zione si può enunciare nel seguenie modo: il prodotto 
di due polinomi si ottiene col moltiplicare tutti i ter- 
mini del moltiplicando per tutti quelli del moltipli- 
catore, e sommando i resultali ottenuti. 

Si debba, per esempio, moltiplicare 

a—b 



il prodotto è (17) 

ac—bc—ad+bd, 

o, per le nostre convenzioni 

ac~h( — ò)c+-(— d)a-\~l — b) ( — d) ì 

che è la somma dei prodotti ottenuti col moltiplicare i 
termini a e —b del moltiplicando, per i termini c e — d 
dei moltiplicatore. 
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19. Osservazione I. Non si deve tentare di dimo- 
strare le formule 

(—a)(b)——ab, 

(—a)(—ò) = ab, 

perchè esprimono delle definizioni. Queste definizioni 
permettono di comprendere in un solo enunciato i dif- 
ferenti casi, che altrimenti bisognerebbe distinguere 
nella regola della moltiplicazione dei polinomi. 

20. Osservazione II. Abbiamo veduto (17) che 

(1) (A-B)(M-P) — AM— JÌM— AP-bBP. 

La dimostrazione supponeva che A e M fossero ri- 
spettivamente maggiori di B e di P; le convenzioni fatte 
rendono vera questa formula in tutti i casi. 

Infatti; supponiamo che uno dei fattori sia negati- 
vo; che si abbia, per esempio, 

A<B, 

M>P. 

A—B essendo negativo e eguale a — (B— J), abbiamo, 
per le nostre convenzioni, 

{A-Ii;[M—P) — —(Ii-A)M-P = -{BM-AM-PB+PA)= 
—BM+AM+PB—PA, 

che coincide in tutto, fuori che nell’ ordine dei termini, 
colla formula (1). 

Supponiamo ora che le due differenze A— B e M—P 
siano negative; il loro prodotto sarà (18) lo stesso che 
se fossero prese positivamente, e si avrà 

{A — B){M—P) = {B—A){P—Mj = BP-AP- BM+AM, 

che è conforme alla formula (1). 

21. Osservazione 111. Rappresenteremo in seguilo 
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un polinomio qualunque, e qualunque siano i segni dei 
suoi termini, con un espressione della forma 

0-f r, 

a, b, c, p, q, r, rappresentando numeri positivi o negativi. 
Esempio. La formula 

(a-+-by = a*-t-2aò-hò*, 

che risulta immediatamente dalla regola della moltipli- 
cazione, è vera, per ciò che abbiamo detto, qualunque 
siano i segni delle quantità a e b. Si può dunque sup- 
porre che b vi rappresenti un numero negativo — b\ 
Questa formula diviene allora 

(a- V)' — a*-+-2o(— &')-}-( — ò') 1 = a s -2aè'-t-ò'\ 



Le formule che danno il quadrato di una somma e 
di una differenza si trovano così ridotte a una sola. 

22. Osservazione IV. Le formule 

(-a)b — —ab, 

<- a)(-b ) = ab 

esprimono convenzioni fatte nella ipotesi che a e b siano 
numeri positivi; ma è Tacile a vedersi che, per le stesse 
convenzioni, queste formule sussistono anche quando 
a e b rappresentano numeri negativi. 

Infatti; supponiamo che a rappresenti un numero 
negativo —a'; —a sarà allora eguale ad a'; e le for- 
mule diverranno: 

ab - — ( — a’)b, 
a'(-b) = ( — a)b; 

ora (— a!)b è eguale a — a'b, e quindi — (— a')b è eguale 
a a'b; con che riman dimostrata la prima formula: a'( — b) 
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e ( — a')b sono ambedue eguali a — a'b; con che ri- 
mane dimostrala la seconda. 

Supponiamo ora che a e b rappresentino ambedue 
dei numeri negativi, —a’ e — b'; — a v. — b saranno allora 
eguali ai numeri positivi a! tb', e le formule diverranno: 

« (-&') = -(-«') (-*'), M = (- «') (- V), 

che sono conformi alle convenzioni stabilite. 

23. Osservazione V. Allorché si hanno più fatto- 
ri, alcuni dei quali sono negativi, il prodotto si definisce 
come in aritmetica; è il resultati! ottenuto moltiplicando il 
primo per il secondo; poi moltiplicando il prodotto ese- 
guito per il terzo; poi il risultato per il quarto, e così di- 
scorrendo. Dal che ne seguo che il prodotto avrà Io stesso 
valore assoluto che se tutti i fattori fossero riguardati 
come positivi. Sarà preceduto dal segno -f- se il numero 
dei fattori negativi è pari, e dal srgro — se è dispari. 
Per dimostrarlo, osserviamo che si può sempre intro- 
durre -t- i come primo fattore. Nelle moltiplicazioni suc- 
cessive che bisognerà eseguire per fare il prodotto, il 
segno che così è al principio -t-, cangerà tante volte 
quanti fattori negativi vi sono: ora è evidente che ridi- 
verrà -4- se il numero dei cangiamenti è pari, e — nel 
caso contrario. 

Risulta evidentemente da quel che precede, chele 
potenze pari di un numero negativo sodo positive, e lo 
potenze dispari negative. 

2(k Chiamando quoziente di due numeri A e tì, 
un terzo numero, che , moltiplicato per il divisore B, ri- 
produce il dividendo A, è evidente che, secondo le con- 
venzioni precedenti, il valore assoluto del quoziente di 
due numeri non dipende dai loro segni, e che questo 
quoziente è positivo, se il dividendo e il divisore hanno 
lo stesso segno, e negativo nel caso contrario. 
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Moltiplicazione di un numero qualunque di polinomi. 



25. Per fare il prodotto di un numero qualunque 
di polinomi, bisogna moliiptirare il primo per il secondo, 
poi il resultalo per il terzo, e co-i di seguito. Poiché 
il prodotto eseguito di due polinomi è sempre un poli- 
nomio , basterà, qualunque sia il numero dei fattori, sa- 
pere moltiplicare due polinomi uno per P altro. 

Siano P,, /»,, P», P 4 , i polinomi dei quali si vuol 
fare il prodotto; moltiplicando P, per P 2 , si otterrà un 
prodotto 0, i termini del quale sono (18) i prodotti di- 
luiti i termini di P, per tutti quelli di P ,, si molti- 
plicherà Q <, per P # , e si otterrà un prodotto Q a che sarà 
la somma dei prodotti di tutti i termini di Q, per tutti 
quelli di P s ; cioè la somma di tutti i prodotti di tre fattori, 
che si ottengono, prendendo un fattore tra i termini di P,, 
uno Ira i termini di P, e uno finalmente tra i termini 
di P s . Quindi Q, si moltiplicherà per P 4 . Il risultato Q t 
di questa moltiplicazione sarà la somma dei prodotti 
dei termini di Q 3 per quelli di P 4 ; cioè, di lutti i pro- 
dotti di quattro fattori presi rispettivamente nei potino- 
mi P n Pj, P a , P 4 - Si potrà cosi continuare indefinita- 
mente il ragionamento, e si vedrà che il prodotto dei 
polinomi P,, P a , P 3 P„ è la somma di tulli i pro- 

dotti di n fattori , formoli con un termine di P n “uno 
di P a , uno di P*, e uno di P„. 

Prodotto di due polinomi ordinati rapporto a una lettera. 

26. Si dice che un polinomio è ordinalo rapporto 
a una lettera, quando i termini sono disposti secondo 
l’ordine di grandezza degli esponenti di questa lettera > 
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ìd modo che gli esponenti vadano continuamente dimi- 
nuendo o aumentando dal primo Ano all’ultimo. 

Esempio. 8a? 8 -t-3a?‘-4-2;r*— x — 1 
è un polinomio ordinato rapporto a x. 

Osservazione 1. Se la lettera rapporto a cui si or- 
dina, si trova in più termini collo stesso esponente, si 
riuniscono questi termini in un solo, e si riguarda come 
coefficiente di questa potenza della lettera ordinatrice, la 
somma dei fattori che la moltiplicano in questi differenti 
termini. 

Esempio. Per ordinare il polinomio 

» 

a*-+4a s ó-4-2aV-+ a'b - f c, 
rapporto ad a, si scrive nel modo seguente: 
a 8 -+-(46-t-2c , )a 8 -t-òa , 4-e. 

Osservazione II. L’esponente che ha la lettera or* 
dinatrice in un termine si chiama il grado di questo ter- 
mine. Il grado di un polinomio è quello del termine di 
grado maggiore. 

Non vi è da mutar niente nella regola della molti- 
plicazione, quando si vuole applicarla a due polinomi 
ordinati rapporto a una stessa lettera. Faremo soltanto 
una osservazione sulla forma del visullalo. 

Quando sarà eseguito il prodotto, sì potrà diminuire 
il numero dei suoi termini, riunendo quelli che sono si- 
mili (4); ma si può dimostrare, e questa osservazione è 
molto importante, che almeno due termini del prodotto 
sussisteranno senza riduzione. Questi due termini sono: 
il prodotto del primo termine del moltiplicando per il 
primo del moltiplicatore, e il prodotto dell’ultimo ter- 
mine del moltiplicando per 1’ ultimo del moltiplicatore. 

Infatti; è evidente che il primo di questi prodotti 
conterrà la lettera ordinatrice a una potenza più alta , e 
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